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Аннотация. Рассматривается первая начально-краевая задача для полулиней-
ного параболического уравнения с управляемыми коэффициентами главной
части. Формулируются достаточные условия устойчивости (при возмущении
управляемых коэффициентов) существования глобальных решений начально-
краевой задачи.
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В теории оптимального управления при выводе необходимых условий оптималь-
ности, при обосновании численных методов оптимизации и во многих других случаях
важную роль играют условия устойчивости (по возмущению управления) существова-
ния глобальных решений (УСГР) управляемых начально-краевых задач (см., например,
[1–6]; история вопроса кратко описана в [6]). Условиям УСГР начально-краевых задач
для полулинейных параболических уравнений с управлением в правой части посвяще-
ны публикации [7], [1, гл. 2, §5] (при фиксированных гладких коэффициентах главной
части уравнения) и [8, 9] (при фиксированных измеримых главных коэффициентах);
см. также [2]. Ниже такие условия формулируются для параболического уравнения
с гладкими управляемыми коэффициентами главной части. Рассматривается первая
начально-краевая задача с однородными граничными и начальными условиями в слу-
чае, когда первые прозводные входят в уравнение линейно (частный случай такой зада-
чи, когда первые производные по пространственным переменным в уравнение не входят,
был рассмотрен в [10]).

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ в рамках
проектной части государственного задания в сфере научной деятельности в 2014-2016 гг. (проект
№ 1727).
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Пусть: заданы числа T > 0, α ∈ (0, 1), d1 > 0, d2 > 0 (d1 ≤ d2) и ограниченная
односвязная область Q ⊂ Rn (∂Q ∈ C2) ; элементы Q обозначаем x = {x1, . . . , xn} ;
Πσ ≡ Q× (0, σ) , σ ∈ (0, T ) ; Π ≡ ΠT . Рассмотрим начально-краевую задачу

L[y] ≡ y′t −
n∑

i,j=1

(cij (x, t) y
′
xj)

′
xi +

n∑
j=1

bj (x, t) y
′
xj = g ({x, t} , y (x, t)) , {x, t} ∈ Π; (1)

y (x, 0) = 0, x ∈ Q; (2)

y (x, t) = 0, x ∈ ∂Q, 0 ≤ t ≤ T, (3)

где cij — управления, 1 ≤ i, j ≤ n; функция g ({x, t} , y) : Π × R → R, и коэф-
фициенты bj, 1 ≤ j ≤ n, заданы. Предполагаем, что функции g и g′y непрерыв-
ны по y, измеримы по {x, t} и ограничены на любом ограниченном множестве; по-
следнее означает существование неубывающей функции N(.) : R → R такой, что
|g ({x, t} , y)| ,

∣∣g′y ({x, t} , y)∣∣ ≤ N(M), если {x, t} ∈ Π, |y| ≤ M, каково бы ни было
M ≥ 0. Пусть D — некоторое множество элементов пространства Hα,α/2(Π) (определе-
ния используемых функциональных пространств см. в [11]). Множество D допустимых
управлений c ≡ {cij, 1 ≤ i, j ≤ n} состоит из всех тех наборов, для каждого из которых:
cij ∈ D, 1 ≤ i, j ≤ n ; производные (cij)

′
xi , 1 ≤ i, j ≤ n, принадлежат классу Hα,α/2(Π) ;

выполняется условие равномерной параболичности: d1 |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

cij(x, t)ξ
iξj ≤ d2 |ξ|2 ,

{x, t} ∈ Π, ξ ∈ Rn. Считаем, что коэффициенты bj, 1 ≤ j ≤ n, принадлежат классу
Hα,α/2(Π). Положим d3 ≡ max

{
∥bj∥C(Π) : 1 ≤ j ≤ n

}
.

Чтобы определить понятие решения задачи (1)-(3), рассмотрим вспомогательную
начально-краевую задачу для уравнения

L [y] = z (x, t) , {x, t} ∈ Π (4)

с условиями (2), (3). Для любых y ∈ V 1,0
2 (Π), η ∈ W 1,1

2 (Π), z ∈ L∞(Π), ξ ∈ [0, T ]

положим: J [y(.), η(.), z(.), ξ] ≡

≡
ξ∫

0

dt

∫
Q

{
−yη′t +

n∑
i,j=1

cijy
′
xjη′xi +

n∑
j=1

bjy
′
xjη − ηz

}
dx+

∫
Q

y(x, ξ)η(x, ξ)dx.

Следуя [11, гл. 3], будем рассматривать ограниченные обобщенные решения задачи

(2)-(4) класса
◦
V

1,0

2 . Функцию y(.) из
◦
V

1,0

2 (Πσ), 0 < σ ≤ T, назовем решением за-
дачи (2)-(4) на цилиндре Πσ, отвечающим управлению c ∈ D, если она ограничена на
Πσ и для почти каждого ξ ∈ [0, σ] удовлетворяет интегральному тождеству:

J [y(.), η(.), z(.), ξ] = 0, η ∈
◦
W

1,1

2 (Πσ).

Для любых c ∈ D и z ∈ L∞ (Π) , задача (2)-(4) имеет единственное ограниченное

обобщенное класса
o

V
1,0

2 (Π) решение на цилиндре Π [11, гл. 3]. Оператор, ставящий в
соответствие функции z это решение при данном c, обозначим Ac :

y(t, x) = Ac[z](t, x), {x, t} ∈ Π, z ∈ L∞ (Π) .

Из результатов [1, гл. 2, §5], [7], [11, гл. 4] получаем следующие свойства этого оператора.
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Лемма 1. При любом c ∈ D оператор Ac — это линейный ограниченный оператор
в L∞ (Π) , имеющий интегральное представление

Ac [z] (x, t) =

∫ t

0

dτ

∫
Q

Gc ({x, t} , {s, τ}) z (s, τ) ds, {x, t} ∈ Π,

где Gc — функция Грина задачи (2)-(4). Он является оператором типа потенциала,
так как функция Gc представима в виде

Gc ({x, t} , {s, τ}) = Γc ({x, t} , {s, τ})
(
(t− τ)2 + | x− s |2

)−n
2 , {x, t} ∈ Π, {s, τ} ∈ Π,

где Γc ({x, t} , {s, τ}) — функция, ограниченная по модулю на Π × Π некоторой вели-
чиной, зависящей лишь от d1, d2, d3, α. Для любого c ∈ D величина

µc ≡ vraisupx∈Q, 0≤τ≤t≤T

∫
Q

| Gc ({x, t} , {s, τ}) | ds

конечна.

Решением задачи (1)-(3) на цилиндре Πσ, 0 < σ ≤ T, отвечающим набору c ∈ D,

назовем функцию y (·) , являющуюся при данном c и z (x, t) ≡ g ({x, t} , y (x, t)) огра-

ниченным обобщенным класса
o

V
1,0

2 (Πσ) решением задачи (2)-(4) на этом цилиндре. На
любом цилиндре Πσ, 0 < σ ≤ T, набору c ∈ D не может отвечать более одного реше-
ния задачи (1)-(3). Из результатов [7] получаем для этой задачи следующую теорему
существования и единственности решения.

Теорема 1. Если набор c ∈ D и число σ ∈ (0, T ] таковы, что при некотором
M > 0 выполняется неравенство µcσN(M) < M, то набору c ∈ D отвечает на
цилиндре Πσ единственное решение задачи (1)-(3).

Пусть Ω — та часть D, каждому элементу c которой отвечает единственное гло-
бальное (то есть на цилиндре Π ) решение yc (·) задачи (1)-(3). Для c ∈ D, c0 ∈ Ω

положим r (c, c0) ≡ ∥Ac−Ac0∥L∞(Π)→L∞(Π). Сказанное выше позволяет, используя воль-
террову функционально-операторную переформулировку в смысле [1] (см. также [2, 6])
начально-краевой задачи (1)-(3), доказать следующую теорему УСГР.

Теорема 2. Для любого c0 ∈ Ω существуют числа δ > 0 и C > 0 такие, что,
если для некоторого c ∈ D выполняется неравенство r (c, c0) < δ, то c ∈ Ω, при
этом ∥yc − yc0∥V 1,0

2 (Π) ≤ Cr (c, c0) .
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Abstract. The first initial-boundary value problem for a semilinear parabolic equation
with controlled coefficients of the main part is considered. Sufficient stability
conditions (at perturbation of the controlled coefficients) of the existence of global
solutions of the initial-boundary value problem are formulated.
Keywords: semilinear parabolic equation; the first initial-boundary value problem;
the controlled main part; the stability of the existence of global solutions
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